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We consider two operators T andH which satisfy the canonical commutation relation with
one degree of freedom. In the quantum mechanical context, T and H are called time operator










素とする。このとき、H上の対称作用素 T がH の時間作用素であるとは、正準交換関係
[T;H] := TH  HT = i
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がHの適当な稠密部分空間 D 6= f0g上で成り立つときをいう。量子力学の文脈では、H
は系の状態空間であり、H はその spectrumが系の energyを表す作用素で Hamiltonian
と呼ばれる。
正準交換関係に関して、次の von Neumannの一意性定理が良く知られている：
Theorem 2.1. Kを可分な Hilbert空間、Qと P を K上の自己共役作用素とし、
Weyl関係式





























Denition 3.1. T をHilbert空間H上の対称作用素、H をH上の自己共役作用
素とする。このとき、(T;H)が弱Weyl関係式に従うとは
eitHT = (T + t)eitH ; 8t 2 R
が成り立つときをいう。




(T;H)が弱Weyl関係式に従えば、dom(TH) \ dom(HT )上で正準交換関係を満た
すことは容易に判る。よって、この場合、T はH の時間作用素である。これが宮本の導
入した時間作用素である。かかる T の性質を見る前に、具体例を一つ挙げておく。
Example 3.2. 非相対論的な一次元自由粒子を考えよう。即ち、H = L2(R)上で
Hamiltonian Hf = p
2










Theorem 3.3. H は純粋に絶対連続である。特にH は固有値を持たない。
この定理から、調和振動子のように固有値を持つHamiltonianに対しては弱Weyl関
係式を満たす時間作用素は構成できないことが判る。そのような場合は次節で扱う。








Theorem 3.5. 任意の単位 vector  2 dom(T )と任意の t 2 Rnf0gに対して




(T ) := k(T   h ; T i) k
である。
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Theorem 3.6. (Q;P ) を H 上の弱 Weyl 関係式を満たす組、K を R の閉かつ
Lebesgue測度零なる集合とする。このとき、RnK 上の二回連続微分可能な実数値函数 f




f 0(P ) 1Q+Qf 0(P ) 1jD
H := f(P )
と定めれば、(T;H)は弱Weyl関係式を満たす。ただし、












(H.1) 　 H は純粋に離散的な spectrum (H) = fEng1n=1 を持ち、各固有値 En は単純







条件 (H.1)から、Hの完全正規直交系 feng1n=1 で、各 n 2 Nに対し、Hen = Enen
を満たすものが存在する。以下ではこのような完全正規直交系を任意に一つ固定する。こ




 hem;  iEn   Em
 <1
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が成り立つことが判る。従って、次の作用素 Tmax が定義できる：
dom(Tmax) :=




















En   Em en;  2 dom(Tmax)
feng1n=1  dom(Tmax)により、Tmaxは稠密に定義されているので、その共役作用素
が存在する。そこで、作用素 T を T := Tmax で定義し、これを Galapon時間作用素と
呼ぶ。T は閉対称作用素となる。Galapon時間作用素 T がH と正準交換関係を満たすこ
とを述べる前に、部分空間
Dc := l:i:h:fen   em : n;m 2 Ng
がHで稠密であることを注意しておく。
Theorem 4.1. 包含関係
Dc  dom(TH) \ dom(HT )
と正準交換関係




以下では T の満たす性質について述べる。先ず spectrumに関しては次の命題が成り
立つ。
Proposition 4.2. T が自己共役であれば、T の spectrumは原点に関して対称な
Rの閉部分集合である。T が自己共役でなければ、T の spectrumは C全体である。




h ; enien;  2 H
と定めると、任意の z 2 Cに対して、
J(T   z)J =  (T + z)
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が成り立つ。よって、z 2 (T )である為の必要十分条件は、 z 2 (T )である。これと、





Theorem 4.3. ある定数  > 1、C > 0、a > 0が存在し、
En   Em  C(n  m); n > m > a
を満たすとする。このとき、T は有界である。
上の定理で  = 1まで伸びない理由は、Riemann  函数 (s)が s = 1で極を持つこ
とによる。では別の形で  = 1に相当する定理があるだろうか。この問に対しては肯定
的に答えることができる。
Theorem 4.4. ある定数  > 0、 2 R、a > 0が存在し、
En = n+ ; n > a
を満たすとする。このとき、T は有界である。
Example 4.5. 量子調和振動子を考えよう。即ち、Hilbert空間H = L2(R)上で





2を考える。ただし、pは運動量作用素で、m > 0と ! > 0


















n m en;  2 H
となる。よって、T は純粋に絶対連続であり、(T ) = [ ! ; ! ]となる。実際、!T はHardy
空間H2(T)上の、函数T 3 ei 7 !  2 [ ; ]に関するToeplitz作用素と自然に unitary
同値になる。ここで、個数作用素 N^ := 1!H   12 と作用素 ^ := !T を考える。^は N^ に対
するGalapon時間作用素になっていることに注意しよう。故に、正準交換関係を満たす：
^N^   N^ ^x = i ;  2 Dc
また、^は純粋に絶対連続で、(^) = [ ; ]となることも判る。^は位相作用素と呼ば
れている対象であり、その spectrumが角度に対応していることが判る。
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Galapon時間作用素はより強く、完全連続にもなり得る。
Proposition 4.6. ある定数  > 32、C > 0、a > 0が存在し、
En   Em  C(n  m); n > m > a
を満たすとする。このとき、T は Hilbert-Schmidt類である。





[1] A. Arai and Y. Matsuzawa, Time Operators of a Hamiltonian with Purely Discrete Spec-
trum, Rev. Math. Phys. 20 (2008), 951-978
[2] E. A. Galapon, Self-adjoint time operator is the rule for discrete semi-bounded Hamilto-
nians, Proc. R. Soc. Lond. A 458 (2002), 2671{2689.
[3] F. Hiroshima, S. Kuribayashi and Y. Matsuzawa, Strong Time Operators Associated with
Generalized Hamiltonians, Lett. Math. Phys. 87 (2009), 115-123
[4] M. Miyamoto, A generalized Weyl relation approach to the time operator and its connec-
tion to the survival probability, J. Math. Phys. 42 (2001), 1038{1052.
